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W pracy doktorskiej rozpatrzono problem statycznej i dynamicznej wrazliwosci uktadéw ztozo-
nych o wielu stopniach swobody z uwzglgdnieniem niepewnos$ci w parametrach projektowych.
Rozprawa zawiera 150 stron i sklada si¢ z czterech gtéwnych rozdziatéw: wstegpu, sformutowan
1 obliczen dla uktadéw deterministycznych, sformutowan i obliczen dla uktadéw stochastycz-
nych oraz wnioskéw koncowych. Istotnym elementem pracy sa zataczniki zawierajace listingi
1 wydruki programéw oraz procedury fortranowskie.

Cel rozprawy

— Niestatystyczna analiza numeryczna statyki, dynamiki 1 wrazliwos$ci ztozonych uktadow
konstrukcyjnych z parametrami deterministycznymi i losowymi

— Opracowanie nowego komputerowego podejscia umozliwiajacego analizg wrazliwosci zto-
zonych uktadéw konstrukcyjnych wzgledem parametrow deterministycznych i losowych, ktére
mialoby istotne znaczenie w praktycznym projektowaniu konstrukcji i spowodowatoby zna-
czace przyspieszenie tego procesu

— Dazenie do lepszego punktu projektowego dla rzeczywistego obiektu sktadajacego si¢
z wielu elementéw — osiagnigcie ztotego Srodka migdzy wszystkimi rozwazanymi kryteriami

— Obserwacja i eliminacja efektu dudnienia w uktadach o powtarzajacej si¢ geometrii
Zakres pracy

— Zastosowanie niestatycznego podejsScia perturbacyjnego do analizy uktadéw duzej skali
z parametrami losowymi

— Uwzglednienie niepewnosci w geometrii, wlasciwos$ciach materialéw i obciazeniach

— Wrazliwo$¢ — poszukiwanie gradientu odpowiedzi konstrukcji na zmiang parametrow pro-
jektowych. Przemieszczenia, naprgzenia, czy wartosci wlasne sa traktowane jako reakcje uktadu,
podczas gdy pola przekrojéw poprzecznych elementéw, grubosci ptyt, modul Younga czy ge-
sto$¢ masy jako zmienne projektowe

— Wyznaczenie dwoéch pierwszych momentéw probabilistycznych statycznej 1 dynamiczne;j
reakcji uktadu oraz ich wrazliwosci wykorzystujac wartosci Srednie 1 kowariancje wzajemne
zmiennych projektowych jako dane wejSciowe

— Przedstawienie ttumienia modalnego — dazenie do mozliwie wiernego odwzorowania rze-
czywistosci 1 wszystkich sit dziatajacych na model

— Zilustrowanie wyprowadzen teoretycznych za pomoca przyktadéw obliczeniowych kon-
strukcji o wielu stopniach swobody

— Numeryczne rozwigzanie problemu eliminacji dudnienia w symetrycznych uktadach za po-
moca dodatkowych mas i tumikéw
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Tres¢ pracy

We wstepie przedstawiono istotne znaczenie rozwoju technologii i informatyki we wspétcze-
snych czasach oraz ich wplyw na wszystkie dziedziny nauki. Nastgpnie scharakteryzowano
gléwne nurty analizy stochastycznej — podejscie perturbacyjne, symulacje Monte Carlo 1 roz-
winigcie Neumanna. Analiza stochastyczna uwzglednia losowos$¢ w parametrach projektowych
lub czynnikach zewnetrznych. W przypadku konstrukcji ztozonych o wielu stopniach swobody
nawet mate niepewnosci w wymienionych elementach maja ogromny wplyw na no$nos¢ sys-
temu i nie mozna ich obliczy¢ analitycznie.

W obszarze budownictwa daje si¢ zauwazy¢ pewnego rodzaju wyscig, zarowno miedzy projek-
tantami jak i konstruktorami, o tworzenie obiektéw przekraczajacych dotychczasowo istniejace
bariery wysokosci, czy rozpigtosci, charakteryzujace si¢ wiotkoScia i réznorodnoscia ksztaltéw.
Z. uwagi na swoje cechy, konstrukcje te wymagaja nie tylko wnikliwej analizy statycznej, ale
rOwniez dynamicznej i wrazliwosciowej. Poniewaz sa to uktady ztozone o wielu stopniach swo-
body, obliczanie ich metoda analityczna staje si¢ niemozliwe. Dlatego na przestrzeni ostatnich
kilkudziesigciu lat nastapit rozwdj metody elementéw skoniczonych (MES), na ktérej bazuje
wigkszos¢ wspoétczesnych programéw komputerowych.

Rozdzial drugi zawiera rozpatrzenie statyki, dynamiki i wrazliwo$ci w uktadach determini-
stycznych. W podrozdziatach 2.1 1 2.2 przedstawiono wzory na przemieszczenia, odksztalcenia
1 naprezenia w wybranym punkcie wewnatrz elementu. Stad wyprowadzono wyrazenia na ener-
gie kinetyczng i potencjalng oraz pracg sit zewnetrznych. Wychodzac od réwnania Lagrange’a
drugiego rodzaju, uzyskano rézniczkowy uktad réwnan ruchu, w ktérym réwnania réwnowagi
traktowane sa jako szczegélny przypadek. Z uwagi na analiz¢ konstrukcji o wielu stopniach
swobody, do obliczen przyjeto model thumienia Rayleigh’a bedacy liniowa kombinacja sztyw-
nosci 1 mas.

Podrozdziat 2.3 zawiera sformutowania macierzy sztywnosci dla typowych elementéw skon-
czonych. W podrozdziale 2.4, korzystajac z uogdlnionego problemu wtasnego, metoda super-
pozycji modalnej, otrzymano rozprezony uktad rownan. Nastgpnie wyprowadzono wyrazenie
na wspoétczynnik ttumienia modalnego A(,), odpowiadajacego n-tej wartoSci wilasnej, obrazu-
jacego zaleznoS¢ A(,) od wartoSci thumienia wprowadzanej do programu na etapie obliczen
numerycznych.

W podrozdziale 2.5 przedstawiono sformulowania deterministycznych wrazliwosci reakcji sta-
tycznej, dynamicznej 1 wartoSci wlasnych na zmian¢ parametrow projektowych. Dla przej-
rzystosSci prezentacji, wprowadzono notacj¢ sumacyjna, w ktorej powtarzajace si¢ dwukrot-
nie wskazniki implikuja sume¢. Poprzez wrazliwo$¢ rozumiano pochodne d¢/db,, opisujace
zmiang funkcjonatu odpowiedzi uktadu ¢ w zaleznosci od zmiennych projektowych b,. Zgod-
nie z zalozeniem macierze mas, ttumienia i sztywnoSci oraz wektor obcigzen zewngtrznych sa
dwukrotnie rézniczkowalne wzgledem b,. Wrazliwos¢ wartoSci wlasnych zostata wyprowa-
dzona dla uktadu o niepowtarzajacych sig¢ czgstotliwosciach. W przypadku czasowo-zaleznego
obciazenia wyrézniono dwa przypadki wrazliwosci — punktowa i przedziatlowa.

W podrozdziale 2.6 opisano przyktady zaczerpnigte z literatury i por6wnano wyniki analityczne
z numerycznymi. Dla przypadku tréjpretowej kratownicy obciazonej dwiema sitami, wyzna-
czono przemieszczenia weztowe 1 wrazliwosS¢ statyczng przemieszczen weziéw na zmiang pola
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przekroju poszczegdlnych elementéw. Otrzymano wartoSci bardzo zblizone do analitycznych.
Dodatkowo, przedstawiono wyniki wrazliwo$ci warto$ci wlasnych na zmiang¢ pola przekroju
poszczegdlnych elementéw. Drugim przyktadem jest analiza wrazliwoSci warto$ci wlasnych
belki wspornikowej o statym przekroju poprzecznym, podzielonej na 100 elementéw skonczo-
nych. Obliczenia numeryczne potwierdzily wyniki analityczne i ukazatly, ze w przypadku takiej
konstrukcji najwigksza wrazliwos¢ warto$ci wtasnych wystepuje na zmiang pola przekroju ele-
mentéw przy utwierdzeniu, najmniejsza za$§ na wolnym korcu.

Podrozdziat 2.7 przedstawia analizg¢ statyczng, dynamiczng i wrazliwoS$ci dla mostu podwieszo-
nego, stworzonego na podobienstwo rzeczywistego obiektu znajdujacego si¢ w Putrajaya w Ma-
lezji. Przyjeto nastgpujace wymiary modelu: catkowita dtugos$¢ - 220m, rozpigtos¢ gtéwnego
przesta - 160m, wysoko$¢ pylonu - 104m. Gléwne przgsto mostu zostalo oparte przegubowo
na obu konicach i dodatkowo podwieszone do pochylonego pylonu za pomoca 60 symetrycznie
roztozonych want. Pylon utrzymano w potozeniu rownowagi przez 42 tylne kable zamocowane
do podtoza i dwa stalowe tuki. Miedzy pylonem a tukami umieszczono 50 taczacych pretow.
Z uwagi na duze ugigcie Srodkowej czesci przesta, do obliczen przyjeto ptyte z materiatéw kom-
pozytowych, wzmocniong stalowymi podtuznymi i poprzecznymi zebrami. W obliczeniach nu-
merycznych otrzymano model o 3536 stopniach swobody, sktadajacy si¢ z 154 kratowych, 510
belkowych i 635 powlokowych elementéw skoriczonych.

Z uwagi na to, iz gtéwnym przeznaczeniem przyktadu byly obliczenia dynamiczne i wrazliwo-
Sciowe, analiza statyczna obiektu zostata przeprowadzona w sposéb uproszczony, w celu pra-
widtowego doboru przekrojow poprzecznych poszczegdlnych elementéw. Obciazenia przyjeto
na podstawie krajowych norm, tak jakby obiekt byt zlokalizowany w Szczecinie. Przy obcigze-
niach wiatrem uwzgledniono wytacznie statyczne oddziatywanie tego czynnika. Zastosowanie
nowoczesnych materiatéw w ptycie i wzmocnienie jej zebrami nie spowodowato efektywnego
zminimalizowania ugigcia od obciazen statycznych. Niezbedne okazato si¢ eksperymentalne
wprowadzenie sil skupionych w weztach, majacych na celu imitacj¢ wstepnego sprezenia lin.
Przyczynilo si¢ to nie tylko do redukcji ugigcia przesta, ale rowniez do korzystniejszego roz-
ktadu sit w uktadzie.

Analiza dynamiczna mostu zostata przeprowadzona dla przypadku impulsu Heaviside’a, przy-
tozonego do szczytu pylonu na kierunku podtuznym do osi mostu. Problem wtasny rozwiazano
dla pierwszych 12 dominujacych par wtasnych. Obliczenia numeryczne wykonano metoda su-
perpozycji modalnej dla 10000 krokoéw czasowych o wartosci 0.004s kazdy. Na wykresach
przedstawiono czasowo-zalezne wyniki przemieszczen w reprezentatywnych punktach oraz sit
wewngetrznych w wybranych elementach, uzyskane dla dwéch przypadkéw analiz — bez i z
tlhumieniem modalnym. Przebieg drgan §rodkowego punktu ptyty wyraznie wykazuje okre-
sowe zmiany amplitudy w czasie, co wskazuje na obecno$¢ dudnienia w uktadzie. Zjawisko
to moze by¢ spowodowane symetryczng budowa modelu. Wyniki zagadnienia wtasnego wyka-
zuja bardzo zblizone wartosci sasiednich czestotliwosci wlasnych, co potwierdza wezesniejsze
stwierdzenie. Wprowadzenie ttumienia do uktadu spowodowato stopniowe zanikanie drgan, ale
nie wyeliminowato efektu dudnienia, poniewaz okresowe zmiany amplitudy sa dalej widoczne.

Analiza wrazliwo$ci warto$ci wlasnych w rozpatrywanym moscie na zmiang¢ p6l przekrojow
elementéw kratowych 1 belkowych oraz na zmiany grubosci elementéw powtokowych w ptycie
data cenne wyniki. Opisany uktad okazat si¢ najbardziej wrazliwy na zmiang pola przekroju
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pretoéw taczacych tuki z pylonem. Po uwzglednieniu obciazen statycznych pozornie wydawato
si¢, ze elementy te maja drugorzgdne znaczenie z powodu matego wytezenia. Dopiero wnikliwa
analiza wrazliwoSci wartosci wlasnych ukazata ich rolg w ukladzie.

Zazwyczaj wrazliwo$¢ dynamiczna ugigcia punktu jest najwigksza na zmiang parametrow ele-
mentéw znajdujacych si¢ w jego bezpoSrednim otoczeniu. Tymczasem obliczenia czasowo-
zaleznych przemieszczen, zaréwno punktu srodkowego plyty jak i szczytu pylonu, wykazaty
najwigksza wrazliwo$¢ na zmiang pot przekrojéow gtéwnych kabli podwieszajacych przesto.
Potwierdzito to ich istotne znaczenie w uktadzie. Uzyskane wyniki 1 wnioski zmienity spojrze-
nie na prace konstrukcji jako catosci i jej ewentualny mechanizm zniszczenia.

Rozdziat 3 przedstawia sformutowania dla systeméw konstrukcyjnych z parametrami loso-
wymi. W podrozdziatach 3.1 1 3.2 wyprowadzono wyrazenia na pierwszy i drugi moment
probabilistyczny czasowo-zaleznej i czasowo-niezaleznej reakcji uktadu, wykorzystujac warto-
Sci Srednie 1 kowariancje wzajemne parametrow projektowych na wejsciu oraz przedstawiono
sposob rozwigzywania uktadéw réwnan hierarchicznych. W trakcie sformutowan jawne i nie-
jawne funkcje zmiennych losowych rozwinigto w szereg Taylora w otoczeniu wartos$ci Srednich
z doktadno$cia do drugiego rzedu.

Wychodzac ze stochastycznej wersji rOwnan Lagrange’a drugiego rodzaju, zapisanych dla cal-
kowitej energii uktadu, stosujac metodg perturbacji w otoczeniu wartosci Srednich, w podroz-
dziatach 3.3 i 3.4 sformutowano hierarchiczne uktady réwnan ruchu i réwnowagi. Gtéwnymi
zaletami niestatystycznego podejscia perturbacyjnego w odréznieniu np. do symulacji Monte
Carlo sa: (i) zmienne losowe b, nie musza mie¢ rozkladu normalnego, (ii) jako dane wej-
Sciowe potrzebne sa tylko pierwsze dwa momenty probabilistyczne zmiennych projektowych,
(iii) uzyskujemy wyniki z taka sama doktadnoscia rozwiazujac uktad réwnan rzedu o(7) nie
o(73). Z drugiej strony otrzymywane na wyjsciu pierwszy i drugi moment probabilistyczny
oraz zmienne losowe b, musza charakteryzowaé si¢ mata fluktuacja i ciagtoScia w otoczeniu
wartosci Sredniej, co moze by¢ traktowane jako mankament metody perturbacyjne;j.

W podrozdziale 3.5 przedstawiono wyrazenie na wartosci Srednie 1 kowariancje wzajemne prze-
mieszczen i odksztalcen, otrzymywane na wyjsciu. Podrozdzial 3.6 zawiera sformulowania
pierwszego i drugiego momentu probabilistycznego czasowo-zaleznej i czasowo niezaleznej
wrazliwosci reakcji uktadu. Pozwala to na uzyskanie deterministycznej statycznej i dynamicz-
nej reakcji uktadu i ich wrazliwosci, ale réwniez doktadnosci tych wynikéw w postaci wartosci
Srednich i ich wzajemnych kowariancji, z uwzglednieniem cztonéw do drugiego rzedu. Podej-
Scie to jest nowatorskim elementem pracy.

Powyzsze sformutowania zilustrowano za pomoca obliczei numerycznych przestrzennej ko-
puty tworzonej przez 80 pretdw, o nastgpujacych wymiarach: $rednica - 10m, wysokos¢é - Sm.
Dla tego obiektu powstaly cztery r6zne modele MES — uktad ztozony z 80 elementéw kra-
towych oraz trzy schematy belkowe o odpowiednio 80, 160 i 320 elementach skoniczonych.
Pozwala to na okreslenie wptywu doboru siatki MES na otrzymywane wyniki numeryczne.

Obliczenia deterministyczne statyki i zagadnienia wlasnego rozwiazano niezaleznie za pomoca
dwoéch programéw POLSAP 1 ROBOT, uzyskujac réznice na poziomie 3%. Poniewaz celem
opisywanego przykladu byla gtéwnie analiza wrazliwoSci z parametrami losowymi, nie za$



e 5

projektowanie rzeczywistego obiektu, zagadnienie statyki rozwigzano dla obcigzenia jedna sita
skupiong przytozona na kierunku pionowym do szczytu koputy.

Obliczenia stochastyczne wykonano za pomoca programu POLSAP, wraz z przygotowanymi
przez autorke preprocesorami. Szczegétowo opisano formowanie macierzy kowariancji para-
metréw projektowych. Prezentacja zostata wzbogacona o fragmenty procedur fortranowskich.
Wstepne obliczenia stochastycznej statyki wykonano dla trzech réznych wartoSci wspotczyn-
nika wariacji « = 0.05; 0.1 1 0.15. Opisano wptyw przyjetej wartosci o na doktadnosé otrzy-
mywanych przemieszczen.

Dzigki analizie stochastycznej zaprezentowano wartoSci deterministyczne statycznych i dyna-
micznych przemieszczen punktéw oraz ich wartosci $rednie i odchylenia standardowe. W przy-
padku projektowania, powyzsze rezultaty sa bardzo istotne, poniewaz nawet mate niepewnosci
w zmiennych projektowych moga powodowac znaczace rdéznice w otrzymywanych wynikach
przemieszczen 1 sit wewnetrznych. Badania wrazliwosci przemieszczen statycznych i dyna-
micznych na zmiang¢ pot przekrojéw poszczegdlnych elementéw, pozwolily na znalezienie new-
ralgicznych punktéw w uktadzie.

Przyjecie symetrycznego schematu, zarowno pod wzgledem podparcia jak i rozktadu pretéw
pozwolito na zaobserwowanie efektow dudnienia w uktadach geometrycznie si¢ powtarzaja-
cych i opisano ich eliminacj¢ przy wykorzystaniu dodatkowych mas i ttumikéw. Analiza dyna-
miczna uktadu data pozornie bledne wnioski, ze same dodatkowe masy wystarcza do eliminacji
efektu dudnienia. Dopiero obliczenia wrazliwo$ci dynamicznej reakcji wykazaty, ze aby sku-
tecznie wyeliminowac to zjawisko niezbgdne jest jednoczesne uwzglednienie mas skupionych
1 thumikéw. Obliczenia réznych typéw konstrukcji pozwolity na wysnucie wniosku, ze roz-
mieszczenie dodanych mas jest indywidualng sprawg dla kazdego schematu. Jednakze w wigk-
szosci przypadkow efekt dudnienia byt skutecznie eliminowany po zalozeniu masy w punkcie
przytozenia obcigzenia dynamicznego.

Poréwnanie wynikow wrazliwosci dla schematéw belkowych zbudowanych z 80, 160 1 320 ele-
mentéw skonczonych wykazaty, ze we wszystkich trzech przypadkach potrzebna jest ta sama
warto$¢ masy dodanej dla usunigcia zjawiska dudnienia i nie zalezy ona od przyjetego podziatu
MES. Powyzsze wnioski uzyskano na podstawie obliczenn numerycznych, zaktada sig, ze zna-
lezienie praktycznego rozwiazania bgdzie przedmiotem dalszej pracy naukowe;.

Zageszczenie siatki w schematach o 160 1 320 elementach belkowych dato korzystne wyniki
sit wewngetrznych i przemieszczen po dtugosci poszczegdlnych pretéw. Pozwala to na lepsze
zrozumienie pracy konstrukcji. Jednak z uwagi na osobliwo$¢ zagadnienia spowodowang wy-
stapieniem czgstotliwosci o bardzo zblizonych wartosciach, zbadanie wrazliwos$ci dynamicznej
uktadu na zmian¢ parametréw projektowych okazato si¢ niemozliwe.

W pracy opisano réwniez wptyw doboru parametréw analizy dynamicznej na doktadnos¢ uzy-
skanych wynikéw. Zbyt duza warto$¢ kroku czasowego spowodowata btedne wykresy drgan
uktadu — amplitudy malaty do zera bez obecnosci ttumienia w uktadzie, co jest niemozliwe.
Dopiero znaczace zmniejszenie wartosci kroku czasowego daly poprawne wyniki. W zataczni-
kach do rozprawy zawarto programy do generacji danych dla ztozonych uktadéw konstrukcyj-
nych oraz do tworzenia macierzy kowariancji zmiennych projektowych.
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Z uwagi na to, ze MES jest metoda przyblizona, istotng czg¢Scig analizy powinno by¢ sprawdze-
nie poprawnosci przyjetego modelu z punktu widzenia numeryki. Dla prostych uktadéw o kilku
stopniach swobody mozna to fatwo okresli¢ postugujac si¢ tzw. liczba uwarunkowania, bedaca
stosunkiem maksymalnej do minimalnej wartoSci wilasnej. Jednakze dla ztozonych uktadow
jest to zadanie bardzo skomplikowane i wymaga opracowania efektywnej metody sprawdzenia
poprawnosci danych wejSciowych. Dlatego pominigto ten etap w pracy z zatozeniem rozwia-
zania opisanego problemu w przyszitych badaniach naukowych.

Whioski

— Wrazliwo$¢ statyczna i dynamiczna z uwzglednieniem niepewnoSci w parametrach projek-
towych jest efektywnym narzgdziem w projektowaniu nowoczesnych obiektéw. Daje petny
poglad na rol¢ poszczegdlnych elementéw w pracy konstrukeji jako catosci

— Potaczenie w analizie stochastyki 1 wrazliwoSci, pozwala na znalezienie tzw. punktu projek-
towego, czyli optymalnego rozwiazania przy jednoczesnym uwzglednieniu réznych czynnikéw
oraz na znalezienie newralgicznego elementu w danym uktadzie

— Uzyskiwany na wyjSciu pierwszy i drugi moment probabilistyczny czasowo-zaleznej i czasowo-
niezaleznej reakcji uktadu i ich wrazliwosci z doktadnoscia do drugiego rzedu, jest niezwykle

istotny z punktu widzenia optymalnego projektowania uktadu, i znacznie przyspiesza ten proces

— Efekt dudnienia w uktadach konstrukcyjnych mozna skutecznie wyeliminowaé za pomoca
jednoczesnego uwzglednienia dodatkowych mas i thtumikow

— Lokalizacja dodatkowych mas w uktadzie jest indywidualna dla konkretnego schematu kon-
strukcji 1 zalezna od punktu przylozenia wymuszenia

Dalsze prace

— Znalezienie praktycznego sposobu eliminacji efektu dudnienia w rzeczywistych uktadach
przy pomocy dodatkowych mas i thumikéw

— Opracowanie metody sprawdzenia modelu numerycznego, efektywnej dla uktadéw ztozo-
nych o wielu stopniach swobody.



